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MATHEMATICS 
SUR LE THEOREME DE BANACH-STEINHAUS 
BY 
A. F. MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of October 27, 1962} 
L'introduction des espaces tonneles a permis a Bourbaki de generaliser 
le theoreme de Banach-Steinhaus concernant les applications lineaires 
continues aux espaces localement convexes sur R ou 0. Le but de cette 
note est de remarquer qu'une extension de ce theoreme est encore possible 
aux espaces localement convexes sur un corps arbitraire K, muni d'une 
valuation. Vu la propriete que tout corps, muni d'une valuation archime-
dienne, est equivalent a un sous-corps du corps des nombres complexes, 
muni de la valuation absolue ordinaire, je ne considere dans ce qui suit 
que des valuations non-archimediennes qu'on suppose non-impropres. 
Cette extension est alors possible grace a une definition convenable des 
espaces localement convexes sur K. Dans quelques articles precedents 
j'ai defini et etudie ces espaces. J'en ai derive des proprietes fondamentales, 
necessaires pour une transposition des demonstrations des lemmes et des 
theoremes, utilises par Bourbaki pour preparer sa forme tres generale du 
theoreme de Banach-Steinhaus. La plupart de ces demonstrations restent 
valables dans notre cas, de sorte que nous supprimons ces theoremes; 
nous renvoyons pour cela au livre de BouRBAKI [1 ]. 
Dans ce qui suit, K sera un corps, muni d'une valuation non-archime-
dienne propre. On suppose que K est complet par rapport a cette 
valuation. 
1.1. Soient E un ensemble quelconque, F un espace uniforme et 
.9'"(E, F) !'ensemble de toutes les applications de E dans F. Soit e; un 
ensemble non vide de parties de E. Designons par ~IS la structure uni-
forme sur .9'"(E, F) de la convergence uniforme dans les ensembles de 6. 
Notons par §'" ~S(E, F) (ou §'" ~S) l'espace uniforme ainsi obtenu. Rappelons 
qu'une structure uniforme est appelee non-archimedienne s'il existe un 
systeme fondamental d'entourages tel qu'on a 
2 
NCN 
pour tout entourage N de ce systeme [ 4 ]. Si non, la structure est appelee 
archimedienne. Tout espace, muni de la topologie deduite d'une structure 
uniforme non-archimedienne, est de dimension 0. 
On a alors la proposition suivante. 
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A. Si la structure unijorme donnee sur F est non-archimedienne, la 
structure Olt@; sur ~@; est egalement non-archimedienne. 
B. Si Olt s est non-archimedienne, la dimension de F est 0. 
La partie A se demontre sans peine en tenant compte de la definition 
de Olts. 
Pour la partie B remarquons que ~ s contient un sous-espace uniforme 
F' isomorphe a F. Si Olt s est non -archimedien, ~ s est de dimension 0; 
il en resulte que F est egalement de dimension 0. 
Remarques. l. Anterieurement j'ai montre que sur tout espace 
separe 0-dimensionnel on peut definir une structure uniforme non-
archimedienne compatible avec la topologie donnee [4]. Cependant il 
peut exister plusieurs structures uniformes compatibles avec une topologie 
donnee. J'ai pose [4] la question suivante: est-il possible qu'une topologie 
donnee soit compatible avec deux structures uniformes distinctes dont 
l'une est non-archimedienne et l'autre archimedienne1 Pour autant que 
je sais, ce probleme est encore ouvert. On sait qu'il existe une structure 
uniforme et une seule compatible avec la topologie d'un espace compact 
(et done, par definition, separe). Si l'espace est 0-dimensionnel cette 
structure est non-archimedienne et dans ce cas on peut remplacer l'enonce 
B par: 
B'. Supposons que F est compact. Alors, si Olts est non-archimedien, la 
structure uniforme donnee sur F est non-archimedienne. 
2. Dans un article precedent [8] j'ai donne une definition des espaces 
lineaires non-archimediens sur un corps value K. La relation entre cette 
notion d'espace non-archimedien et la notion de structure uniforme non-
archimedienne est simple 1 ). 
a. E etant un espace lineaire sur K, la structure uniforme surE, deduite 
d'un systeme fondamental {U} non-archimedien de voisinages de 8 (done 
tel que U + U C U), est non-archimedienne. 
b. Si la structure uniforme surE, deduite de la fa9on connue d'un systeme 
fondamental {U} de voisinages de 8, est non-archimedienne, l'espace E 
est non-archimedien au sens de la definition donnee dans [8]. 
1.2. Supposons que la structure uniforme non-archimedienne sur F 
soit determinee par une famille d'ecarts non-archimediens f, (t E I) 2). 
1) Dans [4] j'ai propose une definition d'une topologie non-archimedienne 
dans les espaces topologiques generaux. N ous renvoyons a cet article pour une 
discussion de cette definition. 
2) Dans tout espace separe 0-dimensionnel on peut definer une structure uniforme 
non-archimedienne compatible avec Ia topologie donnee de l'espace. Dans [4] j'ai 
defini cette structure au moyen d'une famille d'ecarts non-archimediens. 
Bien que, comme il est connu, chaque structure uniforme puisse etre definie au 
moyen d'une famille d'ecarts, c'est une question ouverte de savoir si toute structure 
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Alors 
g,,A(u, v) = sup f,(u(x), v(x)), 
roe A 
A E 6, l E I, u, v E ff, 
est un ecart non-archimedien sur ff et, si A parcourt 6 et t parcourt I, 
ces ecarts definissent la structure uniforme non -archimedienne %' @i· 
Si la structure uniforme non-archimedienne sur F est metrisable et 
determinee par une metrique non-archimedienne d, la structure de la 
convergence uniforme sur g; est metrisable et peut etre definie par la 
metrique non -archimedienne 
CJ(u, v)= sup d(u(x), v(x)). 
reEE 
2.1. Soient E et F des espaces vectoriels topologiques sur K et 6 un 
ensemble de parties bornees de E. Nous supposons dans tout ce qui suit 
que E et F sont separes. Soit !f?(E, F) l'espace vectoriel sur K des 
applications lineaires continues de E dans F. On a: 
a. La 6-topologie est compatible avec la structure d' espace vectoriel de 
!E(E, F). 
On peut smvre la demonstration de Bourbaki. 
b1. Si Fest localement K-convexe, l'espace vectoriel topologique !f?e(E, F) 
est egalement localement K -convexe. 
En vertu de ce que j'ai montre dans [8], l'espace F, etant localement 
K-convexe, est non-archimedien au sens de la definition dans [8]. La 
structure uniforme qui correspond a cette topologie, est alors non-
archimedienne et d'apres l.l ceci entraine que la structure uniforme 'Pte 
est egalement non -archimedienne. La topologie sur 2, deduite de %' e, 
est alors non-archimedienne, ce qui entraine que 2 e(E, F) est localement 
K-convexe. 
b2• Si 2 e(E, F) est localement K-convexe, l'espace F est de dimension 0. 
Si, de plus, F est compact, la donnee que 2 e est localement K-convexe, 
entra~ne que F est localement K -convexe. 
C'est une consequence de l.l., enonce B, et des remarques let 2 dans l.l. 
2.2. De la meme fa(jon que chez Bourbaki on peut introduire sur 
!E(E, F) les differentes topologies. 
2.3. En se rappelant les resultats de 1.2 on a les proprietes suivantes, 
entierement analogues a celles de Bourbaki. 
nniforme non-archimed.ienne peut etre definie par des ecarts non-archimediens 
(comparez la remarque 1 dans 1.2). Si, de plus, l'espace est compact, il n'existe 
qu'une seule structure nniforme et dans ce cas la reponse a cette question est 
affirmative. 
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Soit F un espace localement K-convexe; supposons que la topologie 
sur Fest determinee par un systeme r de semi-normes non-archimediennes 
p. Posons 
PM(u) = sup p(u(x)) 
reEM 
pET, ME@). 
Alors PM est une semi-norme non-archimedienne sur !l'(E, F) et la 
6-topologie sur .It' est determinee par les PM sip parcourt ret M par-
court @). 
2.4. Soient E et F des espaces normes non-archimediens sur K. Posons 
Supposons, en suivant Serre [9], que [[x[[ appartient a I' adherence N K de 
N K pour tout x E E. Selon un raisonnement de BouRBAKI [1], p. 19, on 
voit que .It' est un espace norme non -archimedien sur K et que la topologie 
de la convergence bornee est definie par la norme non-archimedienne 
[[u[[ = sup [[u(x)[[. 
ureu..;; 1 
On en deduit 
[[u(x)[[ < [[u[[·[[x[[. 
Si E et F sont complets, .It', muni de la topologie qui se deduit de cette 
norme, est egalement complet (voir [9], p. 71). 
3. Ensembles d'applications uniformement bornees. 
II s'agit de la transposition suivant d'un theoreme de Bourbaki. 
Soient E et F localement K-convexes, @ l'ensemble des parties de E qui 
sont K-convexes, bornees, completes et qui contiennent () 3). Alors toute partie 
H C !l'(E, F) simplement bornee est bornee pour la @-topologie. 
Comme chez Bourbaki, ce theoreme est une consequence du Iemme 
suivant: 
Soit E un espace localement K-convexe. Alors tout K-tonneau absorbe toute 
partie A~() de E qui est K-convexe, bornee et complete. 
Quant a ce Iemme, on peut suivre a peu pres la demonstration de 
Bourbaki (B. fait usage de la notion ,jauge" d'un ensemble convexe, 
notion que je n'ai pas introduite). Remarquons d'abord qu'on peut se 
1) Tout ensemble K-convexe, contenant e, possede Ia propriete (0) (voir [6]), 
done, en vertu de Ia definition de cette propriete, il est equilibre. Puisque tout 
ensemble absorbant contient 8 on peut omettre dans Ia definition de la notion 
"K-tonneau", telle que je I'ai donnee dans [8], p. 366, la condition d'etre equilibre 
parce que cette condition est une consequence des autres conditions imposees a 
un K-tonneau. 
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borner au cas ou A est absorbant. Posons pour tout x E E 
p(x) = inf IAI (A E K). 
a: EM 
On sait que p est une semi-norme non-archimedienne. Montrons que p 
est une norme. Puisque E est separe, il existe pour tout xi= (9 un voisinage 
U e tel que x ¢ U e. Puisque A est borne, il existe A i= 0 tel que AA C U 0 • 
On en conclut que pest une norme non-archimedienne sur E. On acheve 
alors la demonstration du Iemme comme Bourbaki. 
Mentionnons la consequence suivante. Soient E et F des espaces de 
Banach non-archimediens sur K et H un ensemble d' applications lineaires 
continues de E dans F. Pour qu' il existe M > 0 tel que 
sup lluii<M 
UEH 
il faut et il suffit que pour tout x E E il existe M(x) > 0 tel que 
sup llu(x)II<M(x). 
UEH 
Remarque. - ZAANEN [10] a montre que, pour les espaces normes 
sur 0, ce dernier theoreme est en defaut si l'espace E n'est pas complet. 
Le contre-exemple qu'il donne se traduit de la fa9on suivante dans notre 
situation. 
Supposons que la valuation de K est telle que K est complet spherique. 
Soit E un espace de Banach non-archimedien sur K et supposons que, 
pour tout X E E, llxll appartient a N K 4). Il existe alors dans E une base 
orthonormale, c'est-a-dire il existe une famille de vecteurs {e,}, t E I, telle 
que chaque X E E s'ecrit d'une fa90n unique comme serie de la forme 
{voir [5] et [9] 
·et qu'on a 
i Ef, 
llxll = sup lail· 
iEI 
Soit Eo l'espace norme, non-complet, dont les elements sont les series 
q;= 1 aiei 
.a un nombre fini de coefficients differents de 0. 
Soit {An E K} une suite telle que IAnl --'l- oo. 
4) Quant a cette condition remarquons que, si K est complet spherique elle ne 
·signifie pas une restriction. En effet, si la norme ne satisfait pas a cette condition, 
on peut la remplacer par une norme equivalente verifiant cette condition. N ous 
renvoyons a [5]; voir aussi Serre [9]. 
126 
Soit Tn (n= 1, 2, ... ) !'application suivante de Eo dans K (qui est un 
espace de Banach non-archimedien): pour tout cp E Eo on pose 
Tncp=Anan. 
T n est une application lineaire et on a 
de sorte que Tn soit continu. On a JITnll< ll·nl· 
Cependant 
done liT nil= IA.nl· 
Pour tout cp E Eo !'ensemble IITncpll, n= 1, 2, ... , est borne puisque 
Tncp= 0 pour les valeurs suffisamment grandes den. Cependant !'ensemble 
{IITnll} n'est pas borne. 
4. On peut reprendre presque sans modifications la demonstration de 
Bourbaki du THEOREME DE BANACH-STEINHAUS dans la forme generale 
qu'il en a donnee. Nous renvoyons a BouRBAKI ([1], p. 27). 
Pour les espaces de Banach non-archimediens on obtient la forme 
habituelle: 
Soit {un} une suite d'applications lineaires continues de E dans F. 
Supposons: a) pour tout x E E il existe M (x) :;;;. 0 tel que 
Jlun(x)!l ~ M(x) 
pour n= 1, 2, ... et b) lim Un(X) existe pour tout X appartenant Ct Un ensemble 
....-+00 
dense dans une boule B. Alors lim un(x) =u(x) existe pour tout x E E et u 
....-+00 
est une application linea ire continue de E dans F telle que !lull .;;;;; M. 
Remarquons que pour tout X E E tel que u(x) =I= e il existe N(x) > 0 
tel que 
!lun(x)li = !lu(x)JI 
pour n>N(x). 
5. Application. 
Soit E un espace de Banach non-archimedien sur K. Posons 
NK={Ial; a E K} 
NE={IIx!l; x EE}. 
Supposons que E satisfait a la condition 4 ) 
NECNK. 
On voit que cette condition entraine 
NE=NK. 
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Nous allons considerer l'espace vectoriel (c) des suites convergentes 
{xn}, Xn E E. C'est un espace vectoriel sur K. En posant 
11~11 = sup l!xnl!, 
~={xn}, 
(c) devient un espace de Banach non-archimedien. 
Soient donnes les elements auc E K; i, k = 1, 2, .... Posons pour n = 1, 2, ... 
00 
Yn= ! ankXk. 
k-1 
Supposons que cette transformation que nous designons par A -
s'applique a tout {xk} E (c). Puisque E est complet on a Yn E E pour 
n=1, 2, .... 
On a alors le theoreme suivant. 
Pour que {Yn} E (c) pour tout {xk} E (c), il faut et il suffit que: 
1°. II existe M;;;;. 0 tel que 
l~W.<OO 
1<0;k<OO 
.existe pour k= 1, 2, ... ; 
00 
3°. lim ! ank=tX 
........ oo k=1 
existe. 
Si lim Xn = x, au sens de la convergence dans E, on a 
00 
lim Yn=tXX+ ! tXk(Xk-X) . 
........ oo k=1 
Demonstration. 
A. Les conditions sont suffisantes. 
Posons Xk- x = Zk. On a lim Zk = (9, done 
pour k>N. 
En vertu de 1° et 2° on a 
On a alors 
oil 
00 
II ! (ank-tXk)Zkl! <max (1!811!, ll82ll), 
k-1 
N 
81= ! (ank-tXk)Zk, 
k~1 
00 
82= ! (ank-tXk)Zk· 
k-N+1 
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On a 
I!S2II < sup ( lankl-llzkll, l.xkl·l!zkll) < s. 
N+1.;;;k<oo 
Puisque 81 ne contient qu'un nombre :fini de termes, on voit, en tenant 
compte de 2°, que IIS1II<s pour n suffisamment grand. 
On a done 
00 
lim ,L ankZk= ,L <XkZk. 
n->-oo k-1 
En outre on a 
00 00 00 
Yn = ,L ankXk = ,L ankX + ,L ankZk 
k-1 k-1 k-1 
et done, en tenant compte de 3 o, 
00 
lim Yn=<XX+ ,L <Xk(Xk-X). 
,_..00 k-1 
On en conclut que {Yn} E (c). 
B. Les conditions sont necessaires. 
La necessite des conditions 2° et 3° est evidente. Pour montrer la 
necessite de la premiere condition, nous ferons usage du Iemme suivant 
et du resultat de n ° 3. 
Lemme. Soit {ak}, ak E K, une suite telle que 
sup lakl = oo. 
k 
Il existe une suite {xk}, Xk E E telle que 
lim Xk= f9, 
et 
00 
II ,L akxkll = oo. 
k-1 
En supposant ce Iemme demontre, on continue ainsi. 
D'abord on tire de ce Iemme que pour tout nil existe Mn;>O tel que 
sup lank! =Mn. 
1.;;;k<OO 
En effet, si pour un n=n1 il n'existait pas de nombre Mn,- done si 
sup lan,kl = oo - il existerait une suite {xk} telle que Xk-+ f9 et telle que 
k 
m 
lim II ,L an1 k Xkl! = oo, 
m-->-00 k-1 
en contradiction avec la supposition que la transformation A s'applique 
a tout element de (c). 
II s'agit alors de montrer que la suite {Mn; n= 1, 2, ... } est bornee. 
Posons pour tout ~={xk} E (c) et n=1, 2, ... 
00 
Tn~= .L ankXko 
k-1 
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Tn est une application lineaire de (c) dans E. Cette application est continue 
puisque 
00 
IITn~JI=JI! ankXkJI<Mnii~JI. 
k-1 
D'apres la supposition {Tnn E (c), done 
lim Tn~=T~ 
....... oo 
existe au sens de la convergence dans E et T~ E E. II s'ensuit qu'il existe 
A(~);;;. 0 tel que 
l~n<oo 
pour tout ~ E (c). 
Par une application du n ° 3 on voit qu'il existe A ;;;. 0 tel que 
sup IITnii<A. 
l::e:;;;;n<oo 
Montrons enfin que pour n= 1, 2, ... 
IITnii=Mn. 
D'abord on a 
IITn~ll < sup lanki·II~JI, 
l~k<oo 
done 
Pour montrer l'inegalite inverse, considerons la suite~= {xn} E (c) suivante: 
Xk0 = x, X E E, JlxJI = 1, 
Xk = @ pour k =fo ko. 
Une telle suite existe en vertu de la supposition N E = N K· On a 
II s'ensuit 
l~k<oo 
En somme IITnii=Mn. 
Ou a done Mn;;;;;A pour n= 1, 2, .... 
Revenons a la demonstration du lemme. 
Soient r> 1 et r EN K· Choisissons i1 tel que 
lai1l :>r2, 
puis i2 > i1 tel que 
et en general i 1>i;-1 tel que 
D'apres ce qu'on a suppose concernant {ak}, une telle suite {i;}, j = 1, 2, ... , 
existe. 
9 Series A 
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Pour j = 1, 2, ... il existe Xti E E tel que 
done 
En e±Tet, on a 
On a 
de sorte que 
lim Xti= e. 
;.....,..oo 
Definissons alors une suite {Yk} ainsi: 
En ecrivant 
on voit que 
Yk=O pour k'i:-it 
Yk=Xij pour k=iJ. 
m 
lim II .2 akykll== 
m--->-00 k=l 
tandis que Yk-+ e, ce qui demontre le lemme. 
Ce theoreme est !'analogue non-archimedien d'un theoreme de Kojima-
Schur, qui a rapport aux suites de nombres complexes. Il pourrait etre 
utile en analyse P-adique. Nous avons suivi la demonstration de CooKE 
[2]; quant au theoreme de KoJIMA-SCHUR voir aussi DIJKMAN [3]. 
Dans le cas ou la borne superieure M de lankl est egale a l, il y a une 
relation entre la transformation A et les ensembles K-convexes de E 5). 
En vertu des resultats que j'ai obtenus dans [8], on voit que 
m 
Yn (m) = .2 ank Xk 
k=l 
appartient a l'enveloppe K-convexe O(V) de !'ensemble V, reunion de 
{xk; k= l, 2, ... } et e. Il s'ensuit que Yn appartient a l'enveloppe K-
convexe ferme de V, qui est identique a 0( V). On a 
lim Xk=X E O(V), 
lim Yn=Y EO(V). 
5) Pour les relations entre les transformations A et les ensembles convexes 
en analyse reelle ou complexe voir Cooke [2], p. 137 e.s. Il serait interessant de 
savoir ce qui deviennent ces theoremes dans notre cas (voir [6] pour la definition 
des ensembles K-convexes). 
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On pourrait poursuivre l'etude de ces transformations soit, par exemple, 
en considerant au lieu de l'espace (c) des suites convergentes l'espace 
des suites bornees ou en recherchant en analyse P-adique des theoremes 
analogues aux theoremes de Tauber de !'analyse classique (voir ZELLER 
[11] pour la literature extensive sur ces sujets). 
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